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Anschauliche Modelle von Semibiplanes

Gibt es in der Mathematik auch heute noch schoéne Struk-
turen zu entdecken, die elementar und anschaulich dar-
stellbar sind? Wir werden IThnen eine junge geometrische
Struktur vorstellen, die sich einfach konstruieren 1aBt und
viele anschauliche, bisweilen verbliiffende Modelle hat. Es
handelt sich um ,,Semibiplanes®. Die Vielzahl von Mo-
dellen fiir Semibiplanes ist ein Indiz fiir die mannigfachen
Verbindungen zwischen Semibiplanes und andetren geo-
metrischen Strukturen. Bei diesen andetren geomettischen
Strukturen handelt es sich um verallgemeinerte Vierecke
und um verschiedene Typen von Kreisebenen. Es witd
deutlich, dall auch neue Strukturen der abstrakten
Inzidenzgeomettie sehr konkret und fallbar sein kénnen.
Meht als elementare Kenntnisse der reellen Geometrie und
die Bereitschaft, sich auf neue Sichtweisen einzulassen,
brauchen Sie nicht, um unsere Konstruktionen nachvoll-
ziehen zu konnen.

Startpunkt fiir unsere Untersuchung ist det dreidimen-
sionale reelle Raum, allerdings nicht mit der gewdhnlichen
euklidschen Metrik, sondern mit der Minkowskimetrik
versehen. Durch diese Mettik sind bestimmte Geraden,
sogenannte Lichtgeraden, ausgezeichnet. Dies fuhtt zum
Konzept der Verbindbarkeit. Dieses Konzept ziehen wir
zur Konstruktion einer anschaulichen Geometrie heran,
die ganz im dreidimensionalen Raum lebt. Wir arbeiten
die charaktetistischen Figenschaften dieser geometrischen
Struktur heraus und kommen so zum Begtiff der Semibi-
plane.

AnschlieBend konstruieren wir mit elementaren Mit-
teln weitere Modelle dieser Semibiplane. Dabei verbliifft,
dal fiir ein und dieselbe Geomettie ganzlich unterschied-
liche Modelle entstehen.

In einem abschlieBenden Abschnitt beleuchten wir die
Verbindung zwischen den verschiedenen geometrischen
Strukturen, die hinter den unterschiedlichen Modellen ste-
hen. Die zentrale Geometrie ist dabei das reelle orthogo-

nale Viereck. Dies ist gewissermallen der geometrische
Abschluf des Minkowskiraumes, d.h. des R? mit den Licht-
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geraden. Das reelle orthogonale Viereck ist das klassische
Beispiel eines antireguliren Vierecks. Die Verallgemeine-
rung dieser Betrachtungsweise fithrt zu einer Konstrulkti-
on von Laguettreebenen aus antireguliren Vierecken. Die-
se Konstruktion ist verwandt mit det Konstruktion von
Semibiplanes aus antireguliren verallgemeinerten Vierek-
ken. Daher kénnen Semibiplanes auch als Untergeometrien
von Laguerreebenen betrachtet werden. Auch diese Sicht-
weise verallgemeinert eines unserer Modelle.

1. Vorbereitungen

Verschiedene Menschen verbinden unterschiedliche Vor-
stellungen mit dem Begriff Geometrie. In dieser Arbeit
nehmen wir einen inzidenzgeometrischen Standpunkt ein.
Eine Geometrie G = (P, B, I) besteht aus einer Punkimenge P,
einet Blockmenge B und einer Relation I zwischen Punkten
und Blocken. Die Relation I heiBt Ingidengrelation. Fit p €
Pund b € B mit p I b verwenden wir die folgenden
Sprechweisen: ,,p inzidiert mit 5%, ,,b inzidiert mit p%, ,,p
liegt auf & oder ,,b geht durch 5.

Oft sind Blocke Teilmengen detr Punktmenge, und die
Inzidenzrelation wird durch das Enthaltensein induziett.
Mitunter ist es jedoch geschickter, Blocke nicht als Men-
gen von Punkten aufzufassen. Einige der Modelle in die-
ser Arbeit belegen, daf dieser abstraktere Inzidenzbegriff
sogat zu anschaulicheren Modellen fithren kann.

2. Der Minkowskiraum

Unsere Betrachtungen finden zunichst im dreidimensio-
nalen reellen Minkowskiraum statt. Als Punktmenge ist
dies der R3. Im Gegensatz zum euklidschen Raum be-
trechnet sich det Abstand zwischen zwei Punkten » = (»,,
vy, vy) und w = (w;, w,, w3) jedoch zu

d(, ») = (w,— 0)* + (w,— 0,)* = (w, — ).

Diese Metrik ist aus det allgemeinen Relativititstheorie
bekannt, mit dem einzigen Unterschied, da3 dort noch

eine zusitzliche Raumkootdinate auftritt. Die Metrik, so
wie wit sie verwenden, ist also die Metrik der Relativitits-
theotie in der Ebene. Die etrsten beiden Koordinaten sind
die Ortskoordinaten, die letzte die Zeitkoordinate. Da die
Tllustrationen zu Atbeiten in der Relativititstheotie oft auf
eine Otrtskootdinate vetzichten, haben sie groBe Ahnlich-
keit mit den Abbildungen im votliegenden Artikel. Um
die Analogie zut Relativititstheotie zu betonen, verwen-
den wir zum Teil die dort gebrauchliche Terminologie.

Die Minkowskimettik ist keine Mettik im mathemati-
schen Sinn. Die Dreiecksungleichung ist nicht erfillt, zwei
Punkte kénnen einen negativen Abstand haben und zwei
verschiedene Punkte konnen den Abstand 0 haben. Die
letzte Moglichkeit ist fiir uns von besonderem Interesse.
Zwei Punkte » und » mit d(», ») = 0 nennen wit verbindbar
und notieten dies als » ~ w. Wir nennen die Gerade {(# +
(1— #)w) | t € R} durch die verbindbaren Punkte #, »,
eine Lichtgerade und bezeichnen sie mit » v w. Einfaches
Nachrechnen zeigt, dal3

d(v, w+ (1 — Aw) = (1 = £)* d(v, »)

gilt. Somit sind zwei Punkte genau dann verbindbar, wenn
sie auf einer Lichtgeraden liegen. Dies erklirt den Begriff
,,verbindbat®.

Der Lichtkege! v* eines Punktes »ist die Menge aller mit
v verbindbaren Punkte. Der Lichtkegel des Ursprungs
berechnet sich zu

©0,0,0" = {(x0 9 | ¥+ =}
Fiir einen beliebigen Punkt » = (,, 4, »,) gilt
vt =(0,0,0)0t+»
={ean Q| (e + - 0)* = k- )%

Alle Lichtkegel sind Ttanslate des Lichtkegels (0, 0, O)L.
Die Lichtgeraden dutch (0, 0, 0) sind genau die Geraden
des R?, die ganz in (0, 0, O)J- liegen. Daher ist eine Gerade
genau dann eine Lichtgerade, wenn sie zu einer im Licht-
kegel durch den Utsprung enthaltenen Geraden parallel
1st.
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Bild 1: Der Lichtkegel #* ist eine Doppelkegel mit Spitze » und einer
Rotationsachse parallel zur g-Achse. Die Gerade g ist eine
typische Lichtgerade durch .

3. Eine Geometrie aus Lichtkegeln

Unser Ziel ist, mit diesen Lichtkegeln eine neue Geome-
trie zu bilden. Dazu wihlen wit die Punkte p = (0, 0, 1)
und ¢ = (0, 0, —1). Fir die Menge der mit p und ¢
verbindbaren Punkte gilt:

#og

= {(X,j,@ | X2+J/2—(%—1)2:02X2+J’2‘(%+ 1)2}

= {20 | +P=1} =k,

Dies ist der Einheitskreis in der x, 3-Ebene.

Die Punkte unserer Geometrie sind die Punkte auf
dem Lichtkegel von p, die zwischen p und & liegen. Die
Blocke sind die Punkte auf dem Lichtkegel von ¢, die
zwischen g und &, liegen. Das heif3t:

P={(029]|x®+tY=(x—1%und0 < <1}

={snept|0<g<1},

B={(59|x®+ =(x+1*und0>g> -1}

={xneq | 0>z>-1}

Um die Inzidenz zu beschreiben, ziehen witr die Licht-
geraden heran. Ein Punkt s = (s, 4,, s,) € P inzidiert mit
einem Block & = (b, b), b,) € B, falls s und 4 durch eine
Lichtgerade verbunden werden kénnen, d.h. falls 5 ~ 4
gilt. Aus der im Kasten ausgefithrten Berechnung des
Abstandes zwischen einem Punkt und einem Block folgt
fur die Inzidenz:

1) fI[a<:>J~l7(:)flbl+52b2+y3(1—b3):1+b3.

Damit haben wir die Inzidenzgeomettie (P, B, ~) defi-
niert. Wer die Konstruktion aufmetrksam nachvollzieht,
wird feststellen, dal3 es Punktepaare gibt, die nicht auf

Aus s € Pund b € B folgt zunichst

Der Abstand zwischen s und 4 berechnet sich damit zu

schen Term beschrieben.

Abstand im Minkowskitaum
5 22—
GeT & =124,

b2+ b72-br=1+2b,

d(s, ) = (5, = )" + (5, — by)* — (5, — b,)?

32 + blz + b, — b =205 by + 6, b= 55 by)
=1-2g4+1 + 2 b, — 2(x, /91 + s, [72~—J‘3 b3)

=21+ /73 — (J] bl +, bz + .5 (1- b3))).

. 2
=49 +12 -

Der Abstand zwischen einem Punkt und einem Block der Geometrie wird also durch einen linearen Term beschrie-
ben. Im Gegensatz dazu wird der Abstand zweier beliebiger Punkte des Minkowskitaumes durch einen quadrati-
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Bild 2: Die Punkte der Geometrie sind die Punkte des Kegels tiber
k, mit Spitze p. Die Blocke sind die Punkte des Kegels tiber

k, mit Spitze g.

einem gemeinsamen Block liegen. Wit werden weiter un-
ten feststellen, dall zwei Punkte genau dann nicht dutch
einen Block verbindbar sind, wenn ihre Vetbindungsgerade
in R® durch p geht, also eine Lichtgerade ist. Ebenso gibt
es Blocke, die nicht mit einem gemeinsamen Punkt
inzidieren. Dies fihrt zum Begriff der Parallelitat. Wir
nennen zwei Punkter, s € P paralle/, wenn es keinen Block
gibt, der mit beiden Punkten gleichzeitig inzident ist, oder
wenn 7 = s gilt. Entsprechend nennen wir zwei Blocke 7
und s patallel, wenn es keinen Punkt gibt, der mit beiden
Blocken gleichzeitig inzident ist, oder wenn » = s gilt.
Die Tatsache, dal auch Punkte parallel sein konnen, ist
vielleicht etwas ungewohnt, hat aber, beispielsweise in der
Kreisgeometrie, Tradition.

Bild 3: Ein Punkt s inzidiert mit einem Block 4, wenn die Verbin-
dungsgerade eine Lichtgerade ist. Die Punkte parallel zu s
und die Blécke parallel zu 4 liegen auf der Geraden durch s
und p bzw. b und ¢.

Wit wollen nun einige charakteristische Rigenschaften
det konstruierten Geometrie herausarbeiten. Dazu bedie-
nen wit uns eines leicht veranderten Modells dieser Geo-
metrie. Wir ersetzten jeden Block durch die Menge det
mit ihm inzidenten Punkte. Zum einen erhalten wir da-
durch eine Geomettie, in der wie gewohnt Blocke Teil-
mengen des Punktraums sind. Zum anderen, und dies ist
fiir die Beweisfithrung sehr niitzlich, lassen sich diese Teil-
mengen dutrch ebene Schnitte beschreiben.

Ein Block 4 = (b,, b,, b,) wird also ersetzt dutch ade)
Pcitn pl Da zwei verschiedene Blocke nicht mit ge-
nau den gleichen Punkten inzidieren, ist diese Zuordnung
injektiv:

Aus der in Gleichung 1 festgestellten linearen Bedin-
gung fiir die Inzidenz folgt 4~ M p+ = p N H mit

H={(073 | blx+b2y+(1—b3)z:1+b3}.

Die Ebene H it sich auch geometrisch bestimmen. Sei g
die Verbindungsgerade von # und 4. Da b mit g verbindbar
ist, ist diese Gerade eine Lichtgerade. Die Gerade gist die
einzige Lichtgerade durch 4, die 4" in einem von 4 ver-
schiedenen Punkt schneidet. Sie schneidet die x, 3-Ebene
in etnem Punkt ¢ € &). Nach Konstruktion gilt ¢ € lale
pJ- C H. Kein weiterer Punkt auf k, liegt in H, denn jeder
solche Punkt lige auf einer Lichtgeraden dutch 4, die ql
in einem von b verschiedenen Punkt trifft. Eine solche
Lichtgerade gibt es nicht.

Bild 4: Ein Block b wird durch den Schnitt des Lichtkegels von &
mit dem Lichtkegel von p ersetzt.
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Bild 5: Geometrische Bestimmung der Schnittebene: Die Ebene H
wird durch den Punkt s und die Gerade # aufgespannt. Die

Gerade #ist die Tangente an &, im Punkt ¢. Der Punkt ¢ ist
der Schnittpunkt des Kreises &, mit der Geraden durch 4
und g¢.

Das bedeutet, dal3 der Schnitt det Ebene H mit der x,
y-Ebene die eindeutig bestimmte Tangente in der x, y-
Ebene an den Kreis &, im Punkt ¢ ist. Wir bezeichnen
diese Tangente mit 7 Die Ebene H wird von 7und irgend-
einem det mit & verbindbaren Punkte aus P aufgespannt.

Diese Konstruktion macht deutlich, daf3 die Blocke
unsetret Geomettie genau den Ellipsen auf dem Lichtke-
gel p* entsprechen, die den Kreis k, beriihren und, bis
auf jeweils ihren Berithrungspunkt mit &, ganz in det
Menge P enthalten sind.

Wir wollen hun untersuchen, wieviele Blocke mit zwei
gegebenen Punkten inzidieren. Seinen s und 7 zwei ver-
schiedene Punkte in P und /die Verbindungsgerade der
beiden Punkte. Ist/eine Lichtgerade, sind die beiden Punkte
also verbindbat, so gibt es keinen Block, det mit beiden
Punkten inzident ist. Ist /keine Lichtgerade, so entspre-

Bild 6: Konstruktion der Blocke
durch zwei nichtparallele

Punkte.

chen die Blécke, die beide Punkte enthalten, gerade den
Ebenen, die / enthalten und k, 1n genau einem Punkt be-
rithren. Wir behaupten, dal3 es genau zwei solcher Ebe-
nen gibt. Um dies einzusehen betrachten wit die Schnitte
der Ebenen, die /enthalten, mit det x, y-Ebene. Trifft /die
%, y-Ebene in einem Punkt #, so liefern diese Schnitte das
Biischel der Geraden dutch # Der Punkt # liegt auBlet-
halb des Kreises &,. Daher gibt es genau zwei Geraden g,,
& dutch #, die £, bertihren. Schneidet /die x, y-Ebene
nicht, so liefern die Schnitte der Ebenen, die / enthalten,
mit der x, 3-Ebene die Klasse det zu / parallelen Geraden
in der x, y-Ebene. Diese Klasse enthilt genau zwei Geta-
den g, g,, die &, berithren.

Wir haben somit erkannt, dal3 zwei Punkte genau dann
parallel sind, wenn sie auf einer gemeinsamen Geraden
durch p liegen und daf3 zwei nichtparallele Punkte durch
genau zwei Blocke verbunden werden.

Die betrachtete Geometrie 1aBt sich auf den Kopf
stellen. Dadurch werden die Rollen von Punkten und Blok-
ken vertauscht. In dieser sogenannten dualen Geometrie
kann das eben gefithtte Atgument wiedetholt werden. Dies
zeigt, da3 zwei Blocke genau dann parallel sind, wenn sie
auf einer gemeinsamen Geraden durch ¢ liegen und dal3
sich zwei nichtparallele Blécke in genhau zwei Punkten
schneiden.

Aus der Beschreibung der Parallelitit durch Geraden
durch p bzw. ¢ folgt, daB die Parallelrelation auf dem
Punktraum und die Parallelrelation auf dem Blocktaum
jeweils eine Aquivalenzrelarion ist. Geomettien, bei denen
dies der Fall ist, heillen zezlbar.

Offensichtlich ist, daB} zwei verschiedene Punkte im-

mer durch einen Blocksus verbunden werden konnen.
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Dabei ist ein Blockzug analog zu einem Streckenzug in
der euklidischen Ebene definiert. Die Geometrie ist also
susammenhéingend. Zudem ist jeder Block mit wenigstens
drei Punkte und jeder Punkt mit wenigstens drei Blocken
inzident.

Zusammenfassend gilt also, dal} die betrachtete Geo-
metrie (P, B, ~) eine teilbare Geomettie ist, die die folgen-
den Axiome erfullt:

(S1) Je zwei vetschiedene Punkte sind entweder parallel
oder mit genau zwei Blécken inzident.

(S2) Je zwei verschiedene Blocke sind parallel odet mit
genau zwei Punkten inzident.

(S3) Die Geomettie ist zusammenhingend.

(54) Jeder Punkt ist mit wenigstens drei Blocken und je-
der Block mit wenigstens drei Punkten inzident.

Eine Geometrie, die diesen Axiomen gentgt, heil3t
Semibiplane. Die betrachtete Geomettrie ist also eine teil-
bare Semibiplane. Biplanes und Semibiplanes wurden von
D. R. Hughes [2] eingefihrt. P. Wild hat in [7] und [8]
Semibiplanes eingehend untersucht.

Wir mochten darauf hinweisen, dal3 sich die Geome-
trie ganz dutch Verbindbarkeit bzw: Lichtgeraden beschrei-
ben 14Bt. In einer Geomettie, die die Geomettie des R3
mit den Lichtgeraden in geeigneter Weise verallgemeinert,
148t sich daher diese Konstruktion ebenfalls ausfithren. Wir
werden diesen Gedanken im letzten Abschnitt wieder
aufgreifen. Zunichst wollen wir jedoch weitere Modelle
fiir die oben konstruierte Semibiplane votstellen. Diese
Modelle wetrden die Verwandtschaft zwischen Semibi-
planes und Untetrgeometrien von Kreisebenen demon-
strieren.,

Semibiplanes
Der Begriff ,,Semibiplane® erklirt sich wie folgt: Das
,,bi“ besagt, da3, im Gegensatz zu projektiven Ebenen,
je zwei nichtparallele Punkte durch genau zwei Blocke
verbunden werden und sich zwei nichtparallel Blocke
in genau zwei Punkten schneiden. Das ,,semi® bedeu-
tet, daB3 es parallele Punkte und Blécke geben kann.
Im Englischen steht ,biplane® auch fur ,,Doppel-
decker®. Daher 1463t sich ,,Semibiplane® auch mit ,,hal-

ber Doppeldecker® iibersetzen.

4. Ebene Modelle

Wit gehen zunidchst von dem Modell aus, bei dem Blécke
Teilmengen der Punktmenge sind. Die Punktmenge die-
ses Modells 1d03t sich auf zwei Arten geschickt projizieren.
Dabei werden Blocke als Punktmengen mitprojiziert. Die
erste Projektion ist die Parallelprojektion in g-Richtung auf
die x, y-Ebene. Dies liefert das Kreismodell. Die zweite
Projektion ist die Zentralprojektion vom Utsprung auf
den Zylinder Z = {(x, 5, %) | »* +y* = 1}. Dies liefert das
Zylindermodell.

4.1 Das Kreismodell

Bei der Parallelprojektion in g-Richtung auf die x, y-Ebe-

ne wird die Punktmenge mit dem Inneren des Kreises £,

ohne den Ursprung identifiziert. Einfache Rechhungen

ergeben, daf3 die Blocke genau den Ellipsen entsptrechen,

die

° symmetrisch zu einer Geraden dutch den Utsprung
sind,

° den Kreis &, beriihren,

° den Ursprung in ihrem Inneren enthalten und

° Hauptachsen im Verhaltnis (24) : (1 +4), mit0 <a<1
haben.

In diesem Modell sind zwei Punkte genau dann parallel,

wenn sie beide in einer vom Utsprung ausgehenden Halb-

geraden enthalten sind. Zwei Blocke sind genau dann pat-

allel, wenn sie den Kreis k, im gleichen Punkt bertihren.

Bild 7: Parallelprojektion auf die x, y-Ebene ergibt das Kreismodell.
Gezeichnet sind einige Blocke einer Parallelklasse.
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Bild 8: Zwei Blocke, die sich in zwei Punkten schneiden, im
Kreismodell betrachtet.

4.2 Das Zylindermodell

Bei det Zenttralprojektion mit Zentrum (0, 0, 0) auf den
Zylinder Z wird die Punktmenge P mit der oberen Halfte

e € Z| x> 05

des Zylinders identifiziert. Die Blocke entsprechen dann
den Schnitten dieser oberen Hilfte mit nichtvertikalen
Ebenen, welche die x, y-Ebene in einer Tangente an &,
schneiden. In diesem Modell sind zwei Punkte genau dann
parallel, wenn sie beide in einer der senkrechten Geraden
auf dem Zylinder enthalten sind und zwei Blocke sind
genau dann parallel, wenn sie den Kreis £, im gleichen
Punkt betithren.

Dieses Modell weckt vielleicht Erinnerungen an das
Zylindermodell der klassischen Laguetreebene, d.h. der
Geometrie detr Schnitte des Zylinders mit den nicht-
vertikalen Ebenen des R?. In der Tat haben wir die
Semibiplane als eine Untergeometrie in dieser Laguerre-
ebene beschrieben. Der Kreis & ist ein I<reis der Laguerre-
ebene. Ex teilt die Laguerreebene in zwei Zusammenhangs-
komponenten. Eine dieser Zusammenhangskomponenten
ist P. Die Blocke sind alle Kreise der Laguerreebene, die
den Kreis &, bertihren und, abgesehen von diesem Bertiht-
punkt, in P liegen. Diese Betrachtungsweise 1aB3t weitrei-
chende Verallgemeinerungen zu. Dies ist in [5], [4] und [3]
im Detail dutchgefiithrt worden.

Bild 9: Zentralprojektion auf einen Zylinder, wobei das Projek-
tionszentrum der Ursprung ist, ergibt das Zylindermodell.
Gezeichnet sind einige Blocke einer Parallelklasse.

4.3 Apollonische Modelle

Wit kehren nochmals zu unserem urspringlichen Modell
zurtick um daraus eine neue Setrie von Modellen zu kon-
struieren. Die Punkte und Blocke in diesen Modellen sind
spezielle Mengen von Punkten und Kreisen in der euklid-
schen Ebene. Dabei fassen wir Punkte det Ebene auch als
Kreise mit verschwindendem Radius auf.

Die Konstruktion der Modelle ist in einem Kasten
beschrieben, und hingt von einem reellen Parameter # ab.
Besonders interessante Modelle ergeben sich fiir # = 1
und 7 = 0. Fir die Abbildungen des Apollonischen Mo-
delle verwenden wit folgende Konvention: Kreise, die
Punkten entsprechen, werden gestrichelt, KKreise, die Blok-
ken entsprechen, werden durchgezogen gezeichnet. Der
Randkreis wird ebenfalls gestrichelt gezeichnet.

Fir # =1 sind die Punkte alle Kreise dutch (0, 0), die
ganz in der Kreisscheibe {(x, ) | »* +* < 2} liegen. Die
Blocke sind alle Kreise, die den Kreis {(x, )) | »* + =
2} von innen bertihren und den Punkt (0, 0) in ihtem In-
neren enthalten. In diesem Modell sind zwei Punkte ge-
nau dann parallel, wenn sie nur den Punkt (0, 0) gemein-
sam haben und einer im Inneren des anderen enthalten ist.

Zwei Blocke sind genau dann parallel, wenn sie, als IKKreise
betrachtet, den Kreis {(x, j) | »* + 5 = 2} im gleichen
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Konsttruktion der apollonischen Modelle
Die Konstruktionsidee der apollonischen Modelle ist
wie folgt: Mit E, wird die Ebene g = 7 bezeichnet. Ein
Punkt s € P witd dutch s+ N E , ersetzt. Analog wird
ein Block 4 dutch ¥ N E ,ersetzt. Mit anderen Worten,
ein Punkt oder ein Block » witd etsetzt durch die Men-
ge det Punkte, in denen die Lichtgeraden dutch » die
Ebene E, durchstoflen.

Einfache Rechnungen zeigen, dal3 ein Punkt s = (s,
55, 4,) durch den Kreis mit Mittelpunkt (s, 5,) und Radi-

us Bild 11: Einige Blécke einer Parallelklasse und einige Punkte einer |
B 3 . Parallelklasse im Apollonius Modell fiir 7 = 1. Jeder der |
|f3 - t| - | 1= A5y +d, = Z| Punkte inzidiert mit genau einem der Blocke. |

ersetzt wird. Ein Block 4 = (b,, 4,, b,) wird durch den
Kreis mit Mittelpunkt (4, 4,) und Radius |

by - 2] = 1o +b; -1-1|

ersetzt.

Punkt bertihren.

Fir # = 0 ergibt sich ein sehr kurioses Modell. Punkte
und Blécke induzieren dieselbe Menge von Kreisen, ndm-
lich die Kreise, die den Einheitskreis von innen beriihren.
Jeder dieser Kreise steht also sowohl fiir einen Punkt, als |
auch fir einen Block. Bild 12 Ziel Blidlte, dissich ity sl Proilben schmelden, |

Diese Modelle kénnen als Untergeomettien der klas- Apollonius-Modell fiir #= 1 betrachtet. |
sischen Mobiusebene betrachtet werden. Eine genauete i

<
1

Untersuchung und weitere Verallgemeinerungen finden
sich in [3], [4] und [5].

P
q
Bild 10: Im apollonischen Modell inzidiert ein Punkt s genau dann Bild 13: Einige Blécke einer Parallelklasse und einige Punkte einer
mit einem Block 4, wenn sich die zugehorigen Kreise Parallelklasse im Apollonius Modell fiir #= 0. Jeder der
berithren. Der Bertihrpunkt ist der Schnittpunkt der Punkte inzidiert mit genau einem der Blécke.

Lichtgeraden durch s und 4 mit der Ebene E s
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Bild 14: Zwei Blocke, die sich in zwei Punkten schneiden, im
Apollonius Modell fiir # = 0 betrachtet.

5. Verallgemeinerte Dreiecke und
Vierecke

In diesem letzten Abschnitt wollen wit kurz die Bezie-
hung zwischen Semibiplanes und anderen Geomettien
beleuchten. Das Bindeglied ist dabei das verallgemeinerte
Viereck. Fin verallgemeinertes Viereck it sich als ein
besonders eng geschniirtes Btindel aus den vorher betrach-
teten Kreisebenen und Semibiplanes auffassen. Der Fa-
den, der dieses Biindel zusammenhalt, ist die Lésung des
Apollonischen Problems. Unsere Beschreibung wird not-
wendigerweise etwas skizzenhaft ausfallen. Genauere
Darstellungen finden sich in [5], [4] und [3]. Die Bezie-
hungen zwischen verallgemeinerten Vierecken und Kreis-
geometrien, die vielen unserer Modelle zugrunde liegen,
werden in [6] eingehend untersucht.

Das Apollonische Problem

Beim sogenannten Apollonischen Problem geht es dat-
um, zu drei gegebenen Kreisen diejenigen Kreise zu
konstruieren, die alle drei Kreise gleichzeitig bertihren.
Die Lésung dieses Problems wird Apollonius von
Perga (262-190 v. Cht.) zugeschrieben. In [1]: 1.6.86
werden verschiedene Losungswege votgestellt. Die Giil-
tigkeit der Axiome S1 bis S4 in unseren ,,apollonischen®
Modellen etgibt sich auch als unmittelbare Folgerung
aus der Losung dieses alten Problems. Zum Beispiel
geht es in Bild 14 darum, zu den drei gestrichelten Krei-

sen alle gemeinsamen Beriihrkreise zu finden.

Der euklidsche Raum witd zum projektiven Raum
abgeschlossen, indem ,,im Unendlichen® eine Ebene ein-
gefligt wird. Ahnlich 148t sich der Minkowskiraum mit
den Lichtgetaden abschlieBen. Dazu witd ,,im Unendli-
chen® ein Doppelkegel eingefiigt. Dies ergibt das ortho-
gonale Viereck O(4, R). Die Punktmenge dieses Vierecks
ist die Quadtik

O={<abede>|P+P+2=4F+F#0).

Seine Geradenmenge besteht aus allen Geraden des um-
gebenden projektiven Raumes, die ganz in O liegen.

Die Geomettie O(4, R) ist ein spezielles Beispiel eines
antiregnléiren verallgemeinerten Vierecks. Verallgemeinerte Vier-
ecke, und noch allgemeiner verallgemeinerte #-Ecke, spielen
eine wichtige Rolle in einer Vielzahl von mathematischen
Disziplinen, wie zum Beispiel der Inzidenzgeometrie, der
Theotie der algebraischen Gruppen und der Differential-
geomettie. Vetallgemeinerte 7-Ecke sind natiirliche Verall-
gemeinetungen von projektiven Ebenen, denn projektive
Ebenen kénnen auch als verallgemeinerte Dreiecke be-
zeichnet werden. Der Name #-Eck bezieht sich auf die
Tatsache, dafB sich in einem verallgemeinerten #-Eck, un-
tet alleiniger Verwendung von Geraden der Geomettrie,
zwat gewohnliche #-Ecke, aber keine gewohnliche 72-Ecke
mit 1 < 7 < n zeichnen lassen. Entsprechend kénnen in
einem verallgemeinerten Dreieck, also einer projektiven
Ebene, Dreiecke aber keine ,,Zweiecke gezeichnet wer-
den. DaB es keine Zweiecke gibt besagt, dal3 sich zwei
Punkte durch héchstens eine Gerade verbinden lassen.

Antiregularitit ist eine geometrische Eigenschaft. Sie
besagt, dal3 drei paatrweise nicht verbindbare Punkte mit
zwei Punkten oder keinem Punkt verbindbar sind.

Sei p ein Punkt von Q(4, R). Die abgeleitete Struktur bei p
ist wie folgt definiert: Die Punkte sind alle von p verschie-
denen Punkte, die mit p verbindbar sind. Die Blocke sind
alle nicht mit p verbindbaren Punkte. Ein Punkt der Ab-
leitung inzidiert mit einem Block der Ableitung, wenn die
entsprechenden Punkte des Vierecks kollinear sind. Die
abgeleitete Struktur ist isomotph zur klassischen reellen
Laguetreebene, das ist die Geometrie der ebenen Schnitte
mit einem Zylinder (vgl. [3]). Die Konstruktion la63t sich
mit jedem antireguliren verallgemeinerten Viereck ausfiih-

ren und ergibt stets eine Laguerreebene.
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Seien p und g verschiedene Punkte von O(4, R). Die
abgeleitete Struktur bei p und q ist wie folgt definiert: Die
Punkte sind alle von p verschiedenen Punkte, die mit p
aber nicht mit g verbindbar sind. Die Blocke sind alle von
g verschiedenen Punkte, die mit g aber nicht mit p
verbindbar sind. Die Inzidenz wird wieder durch die
Kollinearitit im Viereck beschtrieben. Sind p und ¢
verbindbar, so ist die abgeleitete Struktut bei p und ¢ iso-
morph zur euklidschen Ebene, der die vertikalen Gera-
den fehlen. Dies ist eine dualaffine Ebene. Sind p und ¢
nicht verbindbar, so liefert die abgeleitete Sttuktur bei p
und ¢ im wesentlichen unsere Semibiplane.

Auch diese Konstruktion 1463t sich fiir beliebige anti-
regulire verallgemeinerte Vierecke ausfithren und etrgibt
dualaffine Ebenen oder Semibiplanes.

Die Ableitung bei p und g ist eine Unterstruktur der
Ableitung beip. Fiir beliebige antiregulire vetrallgemeiner-
te Vietecke liefert dies eine Verallgemeinerung des Zylin-
dermodells.

SchlieBlich wollen wit nhoch erwihnen, dal3 unsere
Semibiplane auch direkt aus der euklidischen Ebene kon-
struiert werden kann. Dazu witd die affine Ebene in ge-
eigneter Weise ,,zusammenfaltet™. SeiT die Spiegelung der
Ebene am Ursprung (0, 0), sei P die Menge aller unge-
ordneten Paate (p, T(p)), p # (0, 0), von Punkten, und sei
B die Menge aller ungeordneten Paare (4 1(/)), (0, 0) & /,
von Geraden. Ein Punkt (p, T(p)) inzidiert genau dann mit
einem Block (4 (), wenn p € /oder p € T()) gilt. Man
kann sich leicht davon tiberzeugen, daf3 diese so definierte
Geomettie eine Semibiplane ist. Tatsdchlich kann man zei-
gen, daf} diese Geometrie isomorph zu unserer Semibi-

plane ist.

Mit dieser letzten Bemerkung ergibt sich folgendes
ansprechende Bild: Bewegen wir einen Punkt im anti-
reguliten verallgemeinerten Viereck hin und her, so ist
die abgeleitete Geometrie zu jedem Zeitpunkt eine
Laguerreebene. Spalten wit den Punkt in zwei verbindbate
Punkte auf und achten wir bei der weiteren Bewegung
darauf, daf} die Punkte verbindbar bleiben, so haben wit
zu jedem Zeitpunkt im wesentlichen die euklidsche Ebe-
ne als abgeleitete Geometrie vor Augen. Bewegen wit nun
die Punkte so weiter, daB sie nicht meht verbindbar sind,
so faltet sich die euklidsche Ebene in unsete Semibiplane
zusammen.
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